1

Terregino, Giuseppe

Properties of conics in an Eighteenth-century manuscript
(Proprietà delle coniche in un manoscritto del Settecento)

10-set-2011 17.24

Caro Prof. Tatà, mi pare giusto metterla al corrente del giudizio riservato dalla Direzione di "Archimede" al mio articolo apparso nel n. 2 del 2009 della rivista.
Come lei ben sa, non ritengo i miei scritti degni di tanta pubblicità. Questo articolo invece ha più di una ragione per apparire a coronamento della raccolta da lei intitolata "Matematica e bellezza": perché ha una valenza didattica e perché vuole anche rendere onore all'autore di quel manoscritto che mi ha dato l'occasione di trattare, con qualche significativo contributo, tematiche di notevole interesse, anche e soprattutto didattico.
Il "gemello" di questo articolo è quello che le spedii qualche anno addietro, pregandola di non pubblicarlo allora per via del contratto limitativo con la casa editrice la Scuola di Brescia. Adesso credo che sia passato abbastanza tempo perché i due scritti possano essere riuniti, stante che proprio l'uno colma lacune esistenti nell'altro.
Come sempre, lascio a lei di decidere sulla sorte dei miei scritti. Le invio intanto, con i sensi della mia stima e gratitudine, un cordialissimo saluto da estendere a tutti i suoi cari.
            Giuseppe Terregino    
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 The work deals with the important -- but usually not highlighted -- relation between rectangular figures associated to each conic. These figures are: the square of the distance of a point from the axis (major axis in the ellipse, diagonal axis in the hyperbola) and the rectangle whose sides are the so-called parameter and the distance of the same point from the tangent to the curve at the nearest vertex. The parameter equals the quadruple of the distance of the focus from the vertex of the parabola. In the ellipse it represents the third proportional, after the major axis and the minor one. In the parabola the above-stated relation is of equivalence. In the ellipse the square covers a surface which is smaller than the rectangle’s to a precise extent; in the hyperbola it works the opposite way. In any case the relation can be represented as the corresponding canonical Cartesian equation of the conic. Besides, the relation allows a clever but simple procedure for the construction of each curve with ruler and compasses.
 Claudio Bernardi (Roma) A30 G40 G70 conic sections; history of mathematics (18th century) 
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Proprietà delle coniche in un manoscritto del Settecento
Si tratta della relazione, importante ma solitamente non evidenziata, tra figure rettangolari associate a ciascuna conica. Queste sono il quadrato della distanza di un punto dall’asse (maggiore nell’ellisse, trasverso nell'iperbole), il rettangolo avente per lati il cosiddetto “parametro” e la distanza del punto medesimo dalla tangente alla curva nel vertice prossimo. 
Il “parametro” è uguale al quadruplo della distanza del fuoco dal vertice nella parabola. Nell’ellisse esso è il terzo proporzionale dopo gli assi (maggiore e minore); nella parabola la relazione anzidetta è di equivalenza. Nell’ellisse il quadrato ha estensione di una ben precisa quantità minore di quella del rettangolo; nell’iperbole avviene il contrario. In ogni caso la relazione enunciata può tradursi nella corrispondente equazione canonica cartesiana della conica. Essa dà inoltre la possibilità di costruire, con un procedimento semplice ed elegante, ciascuna curva con riga e compasso.
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PROPRIETA DELLE CONICHE
IN UN MANOSCRITTO DEL SETTECENTO

1. Aggiungere qualcosa di nuovo alle correnti trattazioni della teoria delle coniche,
anche a livello di scuola secondaria, non & facile, perché ormai un breve compendio di
tale teoria trova il suo posto pure nelle scuole di indirizzo umanistico. Qui vorrei rife-
rire di una proprieta meno nota, che ho trovata esposta dove meno mi sarei aspettato
di trovarla: in un manoscritto (*) della seconda meta del Settecento, destinato a fornire
le bast delle geometria a giovani religiosi, in funzione propedeutica alla filosofia.
Nel pubblicare questa trattazione, ho ritenuto utile riprodurre fedelmente, tradot-
“to dal latino, il testo originale dell’ Autore, il cui nome (Joachim Maria ab Amastra)
nulla ha da dire ai matematici (di ieri e di oggi) stante I’oscurita del suo ruolo. Il mio
‘proposito & di mettere in evidenza come gli studi matematici fossero considerati degni
di attenzione anche in ambiti non scientifici, sia per il loro carattere propedeutico ad
altre discipline, sia, e soprattutto, per I’alto valore formativo ad essi universalmente ri-
conosciuto. Il nostro Autore, richiamando il famoso avvertimento di Platone <Ayew—
uétpntog undei eioitw», che egli traduce nel latino «Nullus Geometriae expers in-
trato», dichiara di doversi far carico di un breve corso di geometria, benché egli sia
inesperto e privo di supporti bibliografici adeguati, dato che, secondo I"opinione dei
filosofi, «la maggior parte della fisica senza una conoscenza della geometria, o quanto
meno dei suoi principi, rimarrebbe sepolta nel capo pili oscuro delle tenebre».

2. Tolta la premessa sulle sezioni coniche, che riferisce nozioni di base, entriamo in
tema con la presentazione della parabola, di cui il nostro Autore cosi scrive:

«La parabola infatti & cosi detta in greco perché il quadrato di ciascuna ordinata
& ugnale (equivalente) al rettangolo avente un lato uguale al segmento di diametro
compreso tra il vertice della parabola e ordinata medesima e laltro lato uguale al
parametro del diametro. Cosinella parabola DAR di fig. 1.

Se pis linee (OR, or) parallele vengono bisecate singolarmente dalla linea retta
AOo, sono dette ordinate relative a questa linea AOo, che rappresenta un diametro
della parabola. In particolare, il diametro che forma angoli retti, gual é per appun-
to la linea AOo (fig. 1), é detto asse della parabola. _

Pertanto il quadrato O, oppure ot, dell’ordinata () OR, oppure or, nella parabo-
la & sempre uguale (equivalente) al rettangolo OP, oppure ob, avente un lato uguale

(") Cfr. Joachim Maria ab Amastra, De principiis geometriae sen mensurationis terrae, Cefalt 2004.

Questo il titolo del testo stampato, relativamente alla geometria, il cui originale manoscritto fa parte di
un grosso compendio di filosofia naturale, dal titolo Physiologiae Disputationes ecc., conservato nella Bi-
blioteca comunale di Mistretta.

(*) 1l termine ordinata ha qui il significato di distanza del punto dall’asse della parabola, che non coin-
cide necessariamente con quello del sistema di riferimento cartesiano; nel nostro caso abbiamo scelto il ri-
ferimento in modo da salvare insieme la forma della figura originale e la consuetudine scolastica, che prefe-
risce I’asse della parabola coincidente con quello delle y. '




 

[image: image2.png]A
y
t
| r
T
= /R S
Ft
x
A | (;
D

alla parte AO, oppure Ao, del diametro compresa tra ordinata OR, oppure or, e il

vertice A e laltro lato uguale al segmento AP, che ¢ denominato parametro dello stes- -

so diametro AQo, che & ['asse della parabola. Il quale parametro ¢ ugunale al guadru-
plo del segmento AFE, ossia della distanza del fuoco F dal vertice A della parabola».

Prima di passare al commento e alla dimostrazione, per via geometrica, dell’ultima
proprieta enunciata, richiamiamo I’attenzione sul simbolismo adottato dal nostro
Autore. Si tratta di un simbolismo ormai desueto, che potrebbe disorientare nella let-
tura. Sono in particolare da tenere presenti: 'uso (frequente nei testi classici) di indi-
care le figure rettangolari mediante le lettere indicative degli estremi di una diagonale
eil ricorso (oggi impensabile) all’alternanza di lettere maiuscole a minuscole per indi-
care punti diversi ma per qualche ragione corrispondenti. Notiamo anche che I'equi-
valenza fra il quadrato di lato OR e il rettangolo di lati AO ed AP (parametro) corri-
sponde alla nostra usuale equazione cartesiana, ove si assuma A come origine.

In riferimento alla fig. 1, il quadrato di lato OR, che indichiamo Q(OR), ¢ equi-
valente, per il teorema di Pitagora, alla differenza tra i quadrati di lati FR ed FO. In
simboli: ‘ :

Q(OR) ~ QUR)-Q(FO) (1)

Tenuto conto della proprietd secondo la quale la differenza di due quadrati
equivale al rettangolo avente per lati la somma e la differenza dei lati dei quadrati,
Q(FR) - Q(FO) equivale al rettangolo di lati FR+FO ed FR-FO, che indichiamo
col simbolo R[(FR+FO), (FR-FO)]. Ne segue Q(OR) ~ R[(FR+FO), (FR-FO)].

83




[image: image3.png]Archimede BIEIE

/V‘

Essendo la nostra curva luogo dei punti equidistanti dal fuoco F e dalla direttrice
d, ¢ anche FR = OD e quindi FR + FO = DO + FO = (DF + FO) + FO = 2AF + 2FO.
Di conseguenza risulta: FR + FO =2A0. Analogamente &: FR - FO = DO - FO =
= DF=2AF. Ne segue:

Q(OR) ~ R[240,2AF] ~ R[AO, 4AF]. )

ART]

Se consideriamo un altro punto R, (nella figura indicato con la lettera 7) e il suo
corrispondente sull’asse O, (in figura, 0), in questo caso la (2) assume la forma:

Q(ORy) ~ R[on 4AF]. ; (29
Dalle due precedenti relazioni deriva che i due rettangoli dei secondi membri,
avendo la medesima altezza (4AF), stanno tra loro come AO e AO,. Nello stesso
rapporto stanno anche i due quadrati presi in considerazione. Il segmento 4AF,
che ¢ I'altezza comune a tutti i rettangoli come sopra definiti, ¢ per Pappunto
quello che viene detto parametro della parabola. Il quale, come & facile notare, &
anche, per ogni punto R, il terzo proporzionale dopo AO e OR; del resto, la pro-
porzione AO : OR = OR : 4AF corrisponde ancora alla nostra usuale equazione.
Da quanto detto ¢ abbastanza agevole ricavare un metodo per la costruzione
della parabola, dati il vertice e il fuoco. Ogni punto risulta infatti determinato, a me-
no di una simmetria rispetto all’asse, riportando sulla perpendicolare all’asse della
parabola per un punto O, scelto arbitrariamente, il segmento OR medio proporzio-
nale tra AO e AP, dove con A e con P si indicano rispettivamente, come in fig. 1, il
vertice della curva e ’estremo del parametro. :
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3. «Ellisse ¢ la inea curva nella quale il gunadrato OT della ordinata OR (fig. 2) é
equivalente al rettangolo AS, che sovrapposto al parametro AP risulta minore del
rettangolo avente per lati il segmento OA dell’asse e il parametro AP, con una diffe-
renza da questo ugnale a rettangolo SP. Cosa che si ottiene considerando parametro
AP il terzo proporzionale dopo 'asse maggiore IA e 'asse minore ( medzo propor-
zionale) MN. ,

Pertanto, condotta la perpendicolare AP al diametro IA nel punto estremo A, si
costruisce il rettangolo IP, che dicesi figura dell’asse 1A, la cui diagonale IP incon-
tra il segmento OR, ordinata al diametro OA, o, se occorre, il suo prolungamento
nel punto S. Onde il rettangolo AS risultera equivalente al quadrato OT della or-
dinata OR.

Quindi il rettangolo AS ¢ minore di quello avente per lati il segmento AO del-
Passe e l'intero parametro AP e manca rispetto ad esso del rettangolino SP, il quale ¢
simile alla fzgum IP»,

Fin qui 1l nostro testo di riferimento, che, in termini geometrici, trova la sua
espressione simbolica nell’equivalenza: Q(OR) ~ R[AP, AO]-R[ZP, ZS].

Questa volta non ¢ agevole collegare la precedente definizione con le pro-
prieta oggi usualmente considerate per ellisse. Peraltro, partendo dall’equiva-
lenza appena vista e tenendo presente la proporzione citata dall’Autore (in
simboli /A : MN = MN : AP), si ritrova ’equazione cartesiana in forma canoni-
ca. La dimostrazione puo essere proposta come esercitazione didattica di un
certo livello.

Intanto & lecito trarre, da quanto detto, la conclusione pratica di un metodo va-
lido, benché un po’ laborioso, di costruzione della curva per punti. Per comodita
visiva, fermiamo I'attenzione sull’ellisse della figura 2. Vediamo come si perviene
ad ogni punto della curva una volta che siano stati individuati i suoi vertici e collo-
cato il segmento parametrico, come sopra definito, sulla perpendicolare per uno di
essi all’asse. , , S ,

Si congiunge Ialtro vertice della curva con ’estremo del parametro e si determi-
na l'intersezione di tale retta con la perpendicolare all’asse per il punto O generico.
Il segmento su questa cosi intercettato e quello avente per estremi il piede di essa e il
vertice della curva (nella nostra figura: OS e OA) sono i lati del rettangolo; appli-
cando uno dei teoremi di Euclide, & possibile risalire al lato del quadrato che, ripor-
tato, a partire dal suo piede, sulla perpendicolare anzidetta, fornisce il punto cerca-
to. Costruita in tal modo una meta della curva, il resto & determinato per simmetria.
4. Analogo procedimento possiamo seguire per costruire un’iperbole, con le ov-
vie varianti, che si deducono da una lettura attenta dell’enunciato presente nel no-
Stro testo.

«Iperbole ¢ la linea curva tale che il quadraro della ordinata OR (fig. 3) ¢ equi-
valente al rettangolo AS che sovrapposto al parametro AP risulta maggiore del ret-
tangolo avente per lati il segmento AO dell’asse e il parametro AP, e precisamente lo
eccede di un rettangolo, PS, il quale é simile alla figura rettangolare VP
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Non & qui opportuno indulgere in dettagli. L'importanza di questa nota, se c’¢,
attiene essenzialmente alla presenza delle proprieta delle coniche qui illustrate inun
antico manoscritto, al di 1a di ogni loro utilita pratica.
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